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Feuille de TD 1
Calcul différentiel
Notion de différentielle, définitions, premiéres propriétés

Exercice 1.

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, L € Z.(E,F) et a € F. On pose f : E — F
définie par f(x) = L(z) + a, pour tout x € E. Montrer que f est différentiable et exprimer
sa différentielle.

2. Soit f : R — R, définie par Vo € R, f(x) = 25 Montrer que f est différentiable et calculer
dyf.

3. Soit f : My (R) — My (R), avec n > 1, définie par VA € ., (R), f(A) = A3. Montrer que
f est différentiable sur ., (R) et calculer sa différentielle.

4. Soient F, F' deux espaces vectoriels et f : E — F, telle qu’il existe M > 0 telle que pour
tout = € E, on a ||f(z)||, < M ||z||%. Montrer que f est différentiable en z = 0 et calculer

dof.

Exercice 2.

1. On considére R, [X] 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & n. Montrer que
les fonctions suivantes sont différentiables sur R,,[X] et calculer leurs différentielles :

f: RyX] — R g: Ru[X] — RoulX]
P [ P3(t) — P2(t)dt P — P —P2

2. On fixe n = 1. Donner pour f et g les matrices canoniquement associées aux applications
linéaires dpf et dpg pour P € R;[X].

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). On note ||.||, la norme
associée. Montrer que N : E — R définie par Vo € E, N(z) = ||z5 est différentiable sur E et
calculer sa différentielle. En déduire que Vz € E \ {0}, ||.||; est différentiable en z et calculer sa
différentielle.

Exercice 4. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés et U un ouvert de E. On considere
a:U — Fetp:U— R deux applications. On suppose que « et § sont différentiables sur U et
on suppose que (§ ne s’annule pas sur U. Montrer alors que 'application ¢ de U dans F' définie
par p(x) = %, pour tout z € U est différentiable sur U et exprimer sa différentielle en fonction
de celles de a et S3.

Exercice 5. Soit F un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -). Soit © un endomorphisme
de E symétrique, id est, V(z,y) € E?, (u(z),y) = (z,u(y)).

1. Montrer que l'application f : E — R définie par f(x) = (u(x),z), pour tout z € E est
différentiable sur E et calculer sa différentielle.
2. A l'aide de D’exercice précédent, déduire que
v: E\{0} — R
r o (u@)z

(z,z) *

est une application différentiable sur E \ {0} et calculer sa différentielle.



3. Montrer que pour tout a € E \ {0}, on a dyp = 0 si et seulement si a est un vecteur propre
de u.

Exercice 6. On consideére ([0, 1], R) 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et & va-
leurs dans R. On munit ([0, 1], R) de la norme uniforme |||, définie par || f[|,, = supycp 1] [f(t)]-
Soit ¢ I'application définie sur ([0, 1], R) par :
)

¢: ¢(0,1,R) — %([0,1],R)
u = p(u) =sin(u) : [0,1] — R
t  — sin(u(t)).

Montrer que ¢ est €1 sur €([0, 1], R).

Exercice 7. On considéere E = €([0,1],R) I'espace vectoriel des fonctions de [0,1] dans R
dérivables ayant une dérivée continue. On munit £ de la norme suivante :
vueE, lul= sup [u(®)]+ sup [u(2)].
tel0,1] te[0,1]
On considere également F' = %([0, 1], R) 'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans
R, muni de la norme infini ||lul|, = sup;cp 1) |u(t)| pour tout u € F. Montrer que l'application
suivante est ¢! sur E :
¢o: E — F
u — ¢(u) : [0,1] — R
t o= d(t) +tud(t).

Exercice 8. Soit E = % ([0,1],R) I'ensemble des fonctions de [0, 1] dans R, dérivables, ayant

une dérivée continue et s’annulant en 0. Soit F' = ([0, 1],R) '’ensemble des fonctions continues
de [0, 1] dans R muni de la norme uniforme, [|y||,, = supycp 1] [y(t)|, pour tout y € F.

"Il oo, POUr tout y € E est une norme

1. Justifier que 'application N définie sur E par N(y) =
sur F.

2. Montrer que Iapplication suivante est € sur E.

o: E — F
2
y = oy) =)+
Exercice 9. Soit n > 1. On munit R™ de sa norme infini notée N, : pour tout = (z1,...,x,) €
R™, Noo(x) = maxici<n |2i]. Soit a = (ay,...,a,) € R™.
1. On suppose qu’il existe ig € {1,...,n} tel que pour tout i # ig, on ait |a;| < |ai,|. On note

B(0,7) la boule ouverte pour la norme N, de centre 0 et de rayon r > 0. Montrer qu’il
existe > 0 tel que pour tout h = (hy,...,h,) € B(0,7) et tout i # iy,

|a,~ + hl‘ < ]aio + hi0| .

2. En déduire que N, est différentiable en a et exprimer sa différentielle.
3. Dans cette question on suppose qu'il existe i et j dans {1,...,n} tels que |a;| = |aj| = Noo(a).
Montrer alors que N, n’est pas différentiable en a.

Exercice 10. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f : £ — F une application de F
dans F telle que Vt € R, Va € E, f(tz) = t" f(z), avec n € N un entier fixé. On suppose que f est
différentiable sur FE.
1. Montrer que pour tout (t,xz,h) € R x E x E, t""td, f(h) = di f(h).
2. Montrer que pour tout (t,7) € R x E, on a dy, f(z) = nt" 1 f(z) et en déduire que pour
tout © € E, dyf(x) = nf(z). Discuter du cas n =0 et n = 1.



